Espacios vectoriales
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‘e En el estudio de las matrices y, en
@ particular, de los sistemas de ecuaciones
lineales realizamos sumas y multiplicacion por
escalares con un tipo especial de matrices, las
de orden nx1.

Abusando del lenguaje y la notacion establecimos Ia
correspondencia:

X1
X2
————— (X{,X92,....,Xp)
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Es decir, aceptamos que Mnx1(R) = R" con el fin de
aprovechar la familiaridad que se tiene con los espacios
R2 y R3.

-

~Q En este capitulo estudiaremos conjuntos que
. . .. n
) J poseen propiedades algebraicas similares a R .

A dichos conjuntos se les dara el nombre de
espacios vectoriales y a sus elementos el
nombre de vectores.

En lo que sigue K designara al cuerpo ‘R de los numeros
reales o al cuerpo (' de los numeros complejos.
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Espacios y subespacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre el cuerpo K es un conjunto
de objetos V con dos operaciones:

(1) +:VxV > V; (uv) T > u+v

que es asociativa, conmutativa, posee elemento neutro
(cero) y cada elemento posee un inverso.

(2) p: KxV > V; (a,Vv) e > oV
que satisface lo siguiente:
1) o(Bv)=(aB)v; Va,Bpex;, VveV
i) (a+B)V=av+pv; Va,Bex; VveV
i) a(u+v)=au+av; Vaek; VuveV
iv) 1-v=v; VveV,con 1 elemento unidad de K
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R .y .

?ﬁ’@ La operacion (1) es interna en V; se llama suma
lg ] LI 4 .y

o adicidn. La operacion (2) es externa y se llama
multiplicacidn por escalar o ponderacion.

Los elementos de V sellaman vectores ylosde K
escalares. Si K =R , se dice que V es un espacio

vectorialreal. Si K = (, el espacio vectorial V se dice
complejo.
En cualquier espacio vectorial V sobre K se tiene que:
a) 0-v=0, VveV
) a-0=0, Vaex
c) a-v=0 = (a=0 v v=0)
) ).v=-v, VveV
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Eiemplos de espacios vectoriales

(1) Para n numero natural, sea ER” —Rx.... xR
(n veces), es decir,
R" = {(Xq,..... Xn) | XjeR, Vi=1,....,n}
RN con las operaciones siguientes:
(Xq4,..--, Xp)+(a@q,....,8n) =(Xq1+a1,...., Xn +ap)
A(Xqy-eos Xp)=(AXqy...,0Xp), R

es un espacio vectorial real.

-
En consecuencia, SR es un espacio vectorial
sobre si mismo.
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El espacio vectorial real ERZ

Y
]
y
T+ y=(X+0 X+ ) (-46)
(-23) 1,
X
x=(xy,%y)
- { »X
-2 o
L
Ln+n
¥
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El espacio vectorial real ERS

X ‘f
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gy

Suma en 933

Ponderaciéon en 933
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(2) No solo SR es un espacio vectorial sobre SR . Si IK es
un cuerpo, IK es un espacio vectorial sobre si mismo. En
este caso, la ponderacion coincide con la multiplicacion
del cuerpo IK. En consecuencia, C (hnumeros complejos)

es un espacio vectorial complejo. Pero (C también es un
espacio vectorial real si se considera la ponderacion:
o(a+bi)=aa+abi, aeR
(3) Para m,neIN , el conjunto M, (9 )de las matrices
reales de orden mxn, con las operaciones suma Yy

multiplicacion habituales de las matrices, es un espacio
vectorial real.

(4) El conjunto R[x]de los polinomios en x con coeficientes
reales, con las operaciones suma y ponderacion usuales,
es un espacio vectorial sobre ‘R.
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(5) Para n numero natural, denotemos por
P,[x] = {p(x) € R[x] / p(x) de grado <n}
Pn[X], con las operaciones suma y multiplicacion por
escalares reales, es un espacio vectorial real.

(6) Si AcC R, elconjuntoF(A,R)={f:A — R/ funcion},
con la suma y ponderacion usuales de las funciones, es
un espacio vectorial sobre $R .

P
% ¢Cual es el elemento cero de los

siguientes espacios vectoriales reales?
n
iR ) men (ER)’ Pn[X] y F(A’ ER)
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Los siguientes conjuntos, con las operaciones
suma y ponderacion habituales de los respectivos
espacios, ho son espacios vectoriales reales.

po/

N A={(x,y)eR’° |/ y =2x -3}
B={a+5x%cPy[x] / acR}
C={AeM,(R)/ det(A) =0 }
D={feF(R,R)/ f creciente en R}

Ejercicio: Demuestre que los conjuntos A, B, C y
D mencionados anteriormente, no son espacios
vectoriales reales.
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Cuando un subconjunto W de un espacio
vectorial V sobre el cuerpo K, con las
operaciones de V restringidas a sus
elementos, resulta ser un espacio vectorial
sobre K, entonces se dice que W es un
subespacio vectorial (0o subespacio lineal o
simplemente subespacio) de V.

Por lo tanto,

W es un subespaciodeV = 0y eW
O equivalentemente,

Oy ¢W = W no es subespacio de V
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El siguiente teorema caracteriza a los subespacios de V.

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre K y W
un subconjunto no vacio de V. W es un subespacio de V
si y soOlo si

) ) YuveW = u+veW

i) Vaekx, VueW = aueW

Del teorema anterior sigue que, si V es un espacio
vectorial sobre K, entoncesV y {0} son subespacios
vectoriales de V.
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Ejemplo: Elconjunto D = {(x, y)e ®? / y =x?} no es
un subespacio de R2 pues, por ejemplo, u=(2,4) € D,
v=(3,9)€ D y u+v=(513) ¢ D.

Ejemplo: Elconjunto W ={(x, vy, z)eiR3 /| 2x-z=0} es

un subespacio de R ; en efecto,

W={(x,y, 2x) / x,y eR}
y se tiene que,

) 0=(0,0,00eW y W=xO
i) (X,y,2x)+(a,b,2a)=(x+a, y+b, 2(x+a)) € W
i) a(x,y,2x)=(ax,ay, 2ax)e W
En virtud del teorema enunciado anteriormente, W es
un subespacio de RS .

Algebra Lineal - 1. Arratia Z.
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Ejemplo: El conjunto U={A € M,(R) /A es simétrica}
es un subespacio de M (R) ; efectivamente,

i) O, eU; puesto que la matriz nula es simétrica.

Luego U = &

) A, BeU = (At=A A B!=B)

- A+B)t=At+B'=A+B
- A +BeU

i) (aeR A Aecl) = (ocA)tzocAtzocA
= aAelU

Por lo tanto, W es un subespaciode M, (R).
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» Ejercicio: Muestre 3 ejemplos de
conjuntos que sean subespacios de
R y 3 conjuntos que no sean
subespacios de RS .

Ejercicio: Demuestre que los siguientes conjuntos
son subespacios del respectivo espacio.

S1={(x, y) eR? | y =4x)
Szz{a+bx+cxzeP2[x] /| a+2c =0}
S3:{(x,y,z,t)eﬂ%4 /| X +3y +4t=0 A y-z+2t=0}

b
s4={£a djemz(m)/ 3a+b-d:0/\20-b:0}
C
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Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre K y sean

U y W subespacios de V. Entonces UNW es un
subespacio de V.

Efectivamente, como 0, pertenecea U ytambiéna W,
Oy eUNnW. Ademas siu, v son vectores de UNW

ueU AueV AveU A veW
= u+velU A u+veW
= u+veUnW
Finalmente,si ueUnW y a ek,
uelU A ueW
aouelU A aueW
aouelUnNW

J U
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Es posible demostrar que la interseccion de
cualquier coleccion de subespacios de un
espacio vectorial V es un subespacio de V.

También es facil mostrar que la unién de dos subespacios
de un espacio vectorial V no es un subespacio de V.
. . : 2 .
Por ejemplo, considere los subespacios de R” :
U={(xy) /y=2x}
W={(x,y) / y=3x}
Entonces U U W no es un subespacio de R
¢ Por que?
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Combinaciones lineales - generadores

Sea V es un espacio vectorial sobre K vy
@a S={vyq,..... ,Vn} un conjunto de vectores
de V. Una combinacién lineal de vectores
de S (ode wvq,..... ,V, ) €es un vector de la
forma Vv=oqVqi+...... + 0V, donde

OC1,....,OLn e K.

Por ejemplo, el vector v = (-1, -2, 7) del espacio R es
combinacion lineal de los vectores s=(1,-43) vy
t=(-2,5,-1) puestoque v=3s+2t.
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El conjunto de todas las combinaciones lineales
de vectores de S resulta ser un subespacio
vectorial de V; se llama espacio generado por
S (o espacio generado por Vq,..... ,Vn ) Yy se
denota <S> o < {V1, ..... ,Vn}>_

Ejemplo: Determinemos el subespacio generado por los
vectores v1=(10,2) y vo=(0,-1,1) de R :
<{vq, Vo}>={avq+Bvy / o, PeR}
={a(1,0,2)+p(0,-1,1) / o, R}
={(a, -B, 200+B) / a, BeR}
={(X, Y, z)eﬂ%e’ [ z=2x-Yy}
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Ejemplo: Sea S={2-5x+x%, 1-3x+2x%} cP5[x]
¢ El vector p(x)=2-4x—5x2 pertenecea <S>7?

La pregunta equivale a ;existen o, R tales que

oc(2-5x+x2)+[3(1-3x+2x2)=2-4x-5x2?

Esta igualdad nos conduce a 200+ =2
-S5a-3p=-4
o+ 2B =-5

Sistema que resulta incompatible y, en consecuencia,

pg<S>

Algebra Lineal - I. Arratia Z. 103



Ejercicio: Determine si las
O siguientes afirmaciones, relativas a
°>

un espacio vectorial V, son
verdaderas o falsas:

A) 0e<S> VScV

B) vk=1,....,n, vpe<{v,,..... , Vit >
C) ScT = <S>c <T>

D) <S>=<T> = S=T

Si V es un espacio vectorial y S es un subconjunto de
V, puede ocurrir que < S > = V; en este caso se dice

que S genera a V o que V esta generado por S.

104
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Ejemplo: Consideremos los vectores de 9?3, e1 = (1,0, 0),
e, =(0,1,0) y e3 =(0,0,1). Entonces {e4, e, €3}

genera al espacio 9?3; en efecto,
<{eq, e, e3}> ={a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1) / a,b,c eR}
={(a,b,c) / a,b,c € R}

—R3

¢ ol

@l 2 b

Puntos en el espacio 933

— 5 (1,2, 0
2, 1,0 % \ )

2, —1,-3)
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\‘Q’ ,
esta gener r e =1
- ‘R g ado por €4

»
>

0 1 .

932 esta generado por
er=(1,0) es =(0,1)

v

-_—

P,[x] esta generado por {1, x, x?} puesto que

2 2

a+bx+cx=a-1+b-Xx+c-Xx

¢ Cuales son los generadores “naturales” de M,(‘R )?
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Dependencia lineal

En ER4, consideremos los vectores u = (1, 0, -1, 0),
v=(0,1,0,-1) y w=(1,-1,-1,1). Entonces,

<{u,v,w}>= {(a+v,B-v,-a-y,-B+v)/a,B,yeR}
={(a,b,c,d) f/a+c=0y b+d=0}
Por otra parte,
<{uvi>={(a,B,-0a,-B)/ a,p e R}
={(a,b,c,d) / a+c=0y b+d=0]

Es decir, <{u, v, w} > = <{u, v} >. Este hecho no es
casual, se deriva de la “dependencia lineal” que existe
entre u, v, w que, en este caso, significa w=u-—v.
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_ Sea V espacio vectorial sobre K vy
(g@ S={vq,..... ,Vn} un conjunto de vectores de V.
Se dice que S es linealmente dependiente
(l.d.) si existen escalares ay,..... ,0n  No todos
nulos tales que oqVvq+...... +0onVp =0

Si S no es |Ld.,, se dice que S es linealmente

independiente (l.i.). Porlotanto S esl.i. si
oqVq+...... +0,Vp =0 = 0;=0, Vi=1,....,n

Por ejemplo, los vectores e4, 5, e3 de %3 son . i.
jdemuéstrelo!

108
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Sea e, el vector de R" que tiene todas sus componentes
iguales a cero, excepto la i-ésima que es uno. Entonces
el conjunto de vectores {e,, . . . ,e.,}, ademas de generar
a R", es un conjunto I. i.

~

El conjunto {1, x, X2} de generadores de
P,[x] es un conjunto . i.

10 0 1 00 00
E = , E = y E = ’ E =
Los vectores E; (O O] 2 (O 0] 3 (1 0] 4 (O 1)

generan al espacio M,($R8 ) y son . i.

Ejercicio: Demuestre las afirmaciones hechas antes.
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Ejercicio: Determine si los siguientes conjuntos
son |. i.

_ o Si={(11,1), (1,1,0), (1,0, 0)} c RS
o S, ={(1,1,-2), (-1,0, 1), (-1,3,2)}c R
Sy ={1+2x-2x2, 3x +x2, 1-2x%} c Py[x]

ST el R

Ejercicio: Sean V espacio vectorial sobre K, uy v
vectores de V.

a) ¢Bajo que condiciones {v} es I.i.?

b) ;Bajo que condiciones {u, v} es 1.d.?
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Ejercicio: SeaV espacio vectorial sobre K.

Demuestre que:
a) 0eS = Sld

b) (ScT A T li.) = Sl
¢) ScT A S Id.) = Tld.

Ejercicio: Suponga que {v,, v,, v;}es un conjunto
linealmente independiente de vectores de un espacio
vectorial V.

Demuestre que {v, + v, —2v;, 2v, +v;, v, —2v,} es
también un conjunto linealmente independiente de V.
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Base - dimension

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
Una base de V es un conjunto B de vectores
de V que es linealmente independiente y
generador de V.

Por ejemplo, para cada neIN el conjuntoB={e,,...., e}
de vectores de R" | es una base de R": se llama base

y . n
canénica (o usual) de .

Los conjuntos B = {1, x, x%}

S IR

son las bases canoénicas de Po[X] Y My(*R) respectivamente.
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Todo espacio vectorial
»—< 5 tiene una base?

Si un espacio vectorial posee un conjunto finito de
generadores S, S #{0}, entonces S contiene a
una base de V.

Para demostrar este hecho consideremos S = {v,, ..., v}.
*) Si S es l.i., entonces S es base de V. Si S no es l.i.,
alguno de los vectores de S, llamemos v, depende
linealmente de los demas y el conjunto S = S — {v;} sigue
generando a V. Y volvemos a (*) pero ahora con S().
Repitiendo este proceso llegamos a obtener una base de V
que, al menos, tendra un solo vector no nulo.
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Cada espacio vectorial
_< 5 tiene una unica base?

No, por ejemplo, sea B el conjunto de vectores de R
B={(-2,1,0),(1,3,2), (1,1, 1)}

i) Demostremos que B es linealmente independiente.
Sean q,B,yeR tales que

o(-2,1,0)+p(1,3,2)+v(1,1,1)=(0, 0, 0)

—20+B+y=0 _ | 5
= a+3p+y=0 §|§tema que tiene solucion
unica a=0, =0, y=0
2+vy=0
Luego B esl.i.
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i) Demostremos que B genera a 933 :
Sea (a,b,c)e %’ y o,B,vy€R tales que
a(-2,1,0)+p(1,3,2)+y(1,1,1) =(a, b, ¢)
—-2a+PB+y=a

= a+3p+y=Db
2B+y=cC

Sistema que tiene solucidén unica a=-a-b+2c
B=a+2b-3c
y=-2a-4b +7c

En consecuencia,
(-a-b+2c)(-2, 1, 0) + (a+2b-3c)(1, 3, 2) + (-2a-4b+7c)(1,1, 1) =(a, b, ¢)

Luego B genera a R y B es una base de R3.
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Ejercicio: Determine si los conjuntos S,, S, son
base del espacio P,[x].
S, ={2+3x+x? 3+x, -1+2x+x?}
S,={1+x% 1+x, 2+2x}

Ejercicio: Suponga que {v,, v,, v;}es
una base de un espacio vectorial V.

Demuestre que {v, + 2v, — v;, Vv, + 3v,,
v, + 4v, + 6v; } también es una base de V.
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Un espacio vectorial V sobre K puede tener multiples
bases, pero se puede demostrar que todas ellas, cuando
son finitas, tienen el mismo numero de elementos (la
misma cardinalidad). Este hecho nos permite entregar el
siguiente concepto:

Si V es un espacio vectorial sobre K
gue tiene una base B con n vectores,
entonces se dice que V es un espacio de
dimension finita y el numero entero n se
llama dimension de V.

Si V tiene dimension n, anotaremos dim,V =n o
dim V = n, si no hay lugar a confusion.
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En consecuencia,
dim ® =1, dim R" =n
dim Py[x]=3, dim P,[x]=n+1
dim My(R)=4, dim M, (R)=mn

Cual es la dimensidén
del espacio {0}

El espacio V = {0} no posee base, sin
embargo se le asigna la dimension cero:
dim {0} =0
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Ejemplo: Determinemos la dimension del subespacio
de P,[x], W={a+bx+cx? /| 2a—b + 4c =0}
Se tiene que W ={a+bx +cx? / b=2a +4c }
={a+ (2a + 4c)x +cx? a, ceR}
={a(1 + 2x) + c(4x +x2) /| a,ce R}
=< {1+ 2x, 4x+x2}>
Siendo B = {1 + 2x, 4x + x? } un conjunto generador de
W vy linealmente independiente, puesto que B tiene dos

vectores y uno no es “multiplo escalar” del otro, B es una
base de W, luego dim W = 2.
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Observaciones:

1) La dimensién del espacio vectorial real C de los
numeros complejos es 2. Pero si consideramos a
C como espacio vectorial sobre si mismo,
entonces C es un espacio de dimension 1.

Justifique esta afirmacion.

2) Existen espacios vectoriales que no poseen una
base finita. Dichos espacios se dicen de
dimension infinita; por ejemplo, el espacio
vectorial real C([a, b]; SR), de todas las funciones
reales continuas en [a, b] tiene dimensién infinita.

Muestre otro ejemplo de un espacio vectorial de
dimension infinita.
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Sea V un espacio vectorial sobre K de
dimensién finita n. La demostraciéon de los
siguientes teoremas queda de ejercicio.

1. Si S={v,,...., v} V, conm>n, entonces S es |.d.
2. Si B={vy,....,v,tc V esl.i., entonces B es base de V.
3. Si B={v,,....,v} ©V esgenerador de V, entonces B

es base de V.
4. Si W es un subespacio de V, entonces dimW<n

5. Si W es un subespacio de V tal que dim W = n, entonces
V=W,

121
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En un espacio vectorial V de dimension finita,
un conjunto linealmente independiente de
vectores de V puede completarse hasta
formar una base de V.

Teorema (Completacion de base)
Sea V espacio vectorial sobre K de dimension finita n.

Si {vq,..... ,Vk} <V, conk<n, esun conjunto lineal-
mente independiente, entonces existen vectores
VKkidyenn-- Vi eV talesque {V1,....,Vk,Vk+1,...,Vn}

es base de V.

Ejercicio: Demuestre el teorema precedente.
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Ejercicio: Considere el subespacio de M,(R),

wz{(a ZJ / a-2b+c-4d=0 A a+b-3d=0}
C

a) Determine una base S para W.

b) Encuentre una base B de M,(R) que contenga a la
base S de W.

Ejercicio: Determine todos los valores del numero k
de modo que el conjunto

B={(1,1,-1), (3, k k), (4, k, 0)}
sea una base de R’.
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~g° o :

- El siguiente teorema nos proporciona otra
caracterizacion para las bases de un espacio
vectorial de dimension finita.

Teorema: Sea V espacio vectorial sobre K y sea

B={v,,....,v,} conjunto de vectores de V.

B esbasedeV <  todo vector v de V se escribe
de una unica manera como
combinacion lineal de los

vectores de B.

Ejercicio: Demuestre el teorema precedente.
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El teorema precedente asegura que para cada veV
existen unicos escalares a,..... ,o, €k tales que

Estos escalares reciben el nombre de
coordenadas del vector v con respecto
a la base (ordenada) B y se denotan

[V]B =(OL1, ..... ,OLn)

n ,
Observe que [v]g es un vectorde K . Por esta razon,
muchas veces es llamado vector coordenado.
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Ejemplo: Las coordenadas del vector v = (6, -5) R con
respecto a la base canonica E ={(1, 0), (0, 1)} de R2 son

[V]E = (6’ - 5)

¢,Cuales son las coordenadas de v = (6, -5) con respecto
a la base ordenada B ={(5,-3), (2,-1)} ?

Debemos resolver para o, PR la ecuacion
(X(5, _3)+B(2’ _1):(63 _5)
(G es degir, 50.+23=6
\ -3a—-PB=-95
2N
De aqui, [v]lg =(4, -7)
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Ejemplo: Sea veR tal que [vlg =(1,-1,2), donde B es
la base ordenada B = {(1, -1, 3), (1, 0, -2), (3, 1, -1)}.
¢,Cual es el vector v? Determinemos [ v ] , donde C es
labase C={(1,0,1), (1,1,2), (1,1, 4)}.
El vectores v=1(1,-1,3)-1(1,0,-2)+ 2(3,1,-1)= (6, 1, 3)
Determinemos a, 3,y € R tales que
o(1,0,1)+p(1,1,2)+v(1,1,4)=(6,1, 3)
Esto requiere resolver el sistema compatible
oa+P+y=06 —
B+y="1 g\\

a+2B+4y=3 N\

Obtenemos [V ]. = (5, 3, -2)
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Ejemplo: Consideremos la base ordenada de P,[x]
B={1+x% 1+x, 2+3x°}

Determinemos las coordenadas del vector
p(x) =4 +5x-3x? con respecto a la base B, esto es,
encontremos @, 3,y € R tales que
a(1+ X2 )+ B(1+ X)+ (2 + 3x%) = 4 + 5x — 3x?
Reordenando e igualando polinomios obtenemos el
sistema: oa+p+2y=4
= B=35

0
\ a+3y=-3
2 cuya solucion nos conduce a

[p(x)lg = (3, 5, -2)
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Sea V espacio vectorial sobre K y B una base
ordenada de V. Entonces,
(1) [v+ug=[Np+lulg, VvueV
(2) [avlg =a[vlg, VVeV, Vacecxk

Ejercicio: Sea B={v,, v,, v;} una base ordenada

de R3. Determine los vectores de B si se sabe que
-1,1,1), (1, 1,2) y (3, -1, 1) son las respectivas
coordenadas, segun la base B, de los vectores e,, e,,

e, de la base canénica de R3.
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Suma y Suma directa

Sea V un espacio vectorial sobre K y sean U, W dos
subespacios de V.

Ya mencionamos que la union de U y W no es,
necesariamente, un subespacio de V. Definiremos U + W,
la suma de U y W; esta resultara ser un subespacio de V
gue contendra a ambos subespacios.

@

?Za Lasumade Uy W es:
U+W={veV /v=u+w,uel, we W}
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Se tiene que:

) 0,=0+0, con 0eUy 0eW

i) Si vi=u,+w, y Vv,=u,+Ww, sonvectoresde U + W,
entonces v, +v,=(u; +u,) +(w,+w,) e U+ W.

iii) Si o € x,entonces avi=oUui+oawieU+W

Por lo tanto U + W es un subespacio de V. Ademas se
puede establecer que:

() UcU+W y WcU+W

(2) SiU=(S) y W=(T), entonces U+W =(SUT)
(3) dm(U+W)=dimU + dmW - dim(UnW)
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2, Puede suceder que dim(U + W) = dim V,
es decir, V=U+ W. Por ejemplo, RE=U+W
donde U:<{(’I, 0), (O, 1)}> y W :<{(3, 1)}>

En efecto, es claro que U+W R
Por otra parte, si (X, y)e 2, entonces

(x, y)=(0, y-%) + (X, %) cU+W

Si V=U+W, los vectores de V no necesariamente se
escriben de manera unica como una suma de un vector
de U y un vector de W. En el gjemplo anterior,
(3,3)=2(0,1)+ (3, 1)
(3,3)=-6(1,0) + 3(3, 1)
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Observe que:

V=U+W < VvVveV, JueU, IweW: v=u+w

Sea V un espacio vectorial sobre K vy

fi’ sean U, W dos subespacios de V. Se dice

que V es la suma directa de U y W, en cuyo
caso se anota V=UDW si

VveV, JlueU, AweW: v=u+w

Ejercicio: Sean U=<{(0,1)}> y W=<{3,1)}>
subespacios de R?. Demuestre que R? es suma
directade U y W.
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Una caracterizacion util de la suma directa la entrega el
siguiente teorema:

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre K y sean
U, W dos subespacios de V.

V=UdW < (V=U+W A U~W={0})

Ejercicio: Demuestre el teorema precedente.

Consecuencia del teorema anterior es la siguiente:
v : : . : e
@ ) Si V esun espacio vectorial de dimension finita y

V=U®W , entonces dimV =dim U + dim W.
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Ejercicio: Considere los subespacios de R?
U1 ={(X,y,z) : X+y+Z=0}
U2=<{(1!1!1)}>

Demuestre que R3® es suma directade U, y U,

Ejercicio: Sean S, y S, los subespacios de M,(R)
2 Si={AeMy(R) / A diagonal }

szz{(i zjeMz(iR) / d:O}

¢Es M,(R) suma directade S, y S,?
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[ Dado un subespacio U de V, ;existe un
"suplementario” de U? Es decir, existe un
subespacio W de V tal que V=U®W .

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre ¢ de
dimension finta n y sea U subespacio de V.
Entonces existe W subespaciode V tal que V=UDW .

En efecto, si U =V, basta tomar W = {0}. Supongamos
que dmU=k<n ysea {v,,...,V} unabase de U.
Por el teorema completacion de base, existen v,.q, ...,
v, vectoresde V talesque {v,,....,v,} esbasedeV.
Sea W= {v,...,V,} ; entonces V=UBW .
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~ g~ El suplementario de un subespacio U no es
unico. En ERZ cualquier par de rectas no
colineales que pasen por el origen, estan
asociadas a subespacios suplementarios.

Ejercicio: Considere el subespacio de £R4,
U={(x,y,z,t) : x-2y+z-4t=0 y x+y+2z=0}
Determine W subespacio de R tal que R =UDW.

N

AN
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