Diagonalizacion de matrices reales
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Valores y vectores propios

Sea V espacio vectorial real. En lo que sigue, T sera
una transformacién lineal de V. en V; por lo tanto
cualquier matriz asociada a T es una matriz cuadrada.

@

& Un escalar AeR se llama valor propiode T
. (o valor caracteristico) si existe veV, v#0 tal
que T(v)=Av.

Si AeR es un valor propio de T, cualquier veV, v=0
tal que T(v)=Av se llama vector propio de T (o vector
caracteristico de T) asociado al valor propio A .
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Ejemplo: ) =2 es un valor propio de la aplicacion lineal
T:R?> > R?; T(x, y)=27x 10y, 75x - 28y)

puesto que T(2, 5) = (4, 10) = 2 (2, 5). En este caso,
v = (2,5) es un vector propio de T asociado al valor propio 2.

Si A es un valor propio de T y denotamos
~Q por V, al conjunto de todos los vectores
propio de T asociados al valor propio A |,
entonces es facil mostrar que V, resulta ser
un subespacio de V. El subespacio V, se
llama espacio propio de T asociadoa A .

V, ={veV / T(v)=Av}
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¢, Como determinamos los
> valores propios de T?
\ &

A esunvalorpropiode T <

dveV, v#0 tal que T(v)=Av <&

dveV, v#0 tal que T(v)-Av=0 <
dveV, v£0 tal que (T-AI,)(v)=0 <
dveV,v#0, veKer(T-Al,) <

T-AI, no invertible <<
det[T-AI,] =0

Algebra Lineal - I. Arratia Z. 226



Observe que P(A)=det[T—AL; ] es un polinomioen A de
gradon y los valores propios de T son las raices reales
de dicho polinomio o de la ecuacion p(A)=0. Note que

p(AM)=0 < det(T-AD)=0 < det(AI-T)=0
Porotraparte, Vv, ={veR" / Tv)=AV}
={veR" / T(v)-Lv=0}

={veR" / (T-A1,)(v)=0}
= Ker (T-A1,)

Es decir, los vectores propios de T asociados a A son los

vectores del kernel de la transformacion lineal [T—-A1,].
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Ejemplo: Sea T la transformacion lineal
T:R% > %5 T(x, y)=(-y, %)

. . 0 -1
La matriz asociadaa T es Az(1 Oj .

Como la “ecuacidn caracteristica” de T,

1

pA)=0 < det[L1-T]=0 < =0 < M +1=0,

no tiene raices reales, T no tiene valores propios.

Ejercicio: Muestre que los valores propios de la
siguiente transformacion lineal T son 1 y 2.

T:% - 933; T(x,y,2)=(3x+y-2z, 2x+2y-z, 2x+2y)
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Ejemplo: Los vectores propios de la transformacion lineal
T:R - 933; T(X,y,2)=(3x+y-2z, 2x+2y-2z, 2X+2y)

se encuentran en Ker[T-13]y en Ker[T -2I5]

Ket[ T—13]={ ( ) .y 2x+y-z = 0
erlT-1x]1={(X,y,2) €
3 Y 2x+2y-z = 0

= <{(1,0,2)}>

x+y+z =0
Ker[ T -2I3]={(x, y,z)eﬂ%3/ 2x -z =0
2x +2y -2z =0

. es decir,

= <{(1,1,2)}>
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Diagonalizacion

Se dice que una base B de V diagonaliza a la
transformacion lineal T si la matriz [Tlg asociadaa T es
una matriz diagonal. Cuando tal base B existe, se dice
que T es diagonalizable.

Una matriz A e M, (R) €s diagonalizable si la aplicacion
lineal asociadaa A lo es.

Cuando T es
— > diagonalizable?

Teorema: T diagonalizable si y solo si existe
B base de V formada por vectores propios de T.
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En efecto, sea B = {v,, ..... , V,} basedeVcon v, ..... , Vi,
vectores propios de T. Entonces,

T(VI) = 7L1V1 = 7L1V1 + 0V2 +..... + OVn
T(V2)= 7L2V2 = OV1+7\,2V2+ ..... -I-OVn
T(vp)=Apvp= O0vy+0vy+..... +A,Vy

donde ); son valores propios de T no necesariamente
distintos. La matriz de representacion de T en la base B es:

A 0 ... 0

0 %, 0
[Tl =

0 0 Ao,
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Ejemplo: La transformacion lineal T;ﬂ%3 N €R3 .
T(X,y,2)=(-9x—8y+4z, 8x+7y-4z, -8x—8y+37)

tiene dos valores propios: 3 y -1. Los espacios propios
asociados son,

Ker[T-313] = <{(1,-1,1)} >
Ker[T+13] = <{(1,0,2), (0,1,2)}>

Y B={(1,-1,1),(1,0, 2), (0, 1, 2)} es una base de R que
diagonaliza a T; en este caso,

30 0
[Tlg=|0 -1 0
0 0 -1
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Ejemplo: La transformacion lineal T: R - R,
T(x,y,2)=(3x+y-z, 2x+2y—2z, 2x+2y)

tiene dos valores propios: 1 y 2. Sin embargo, T no es
diagonalizable. Los espacios propios asociados son,

Ker[T-13] = <{(1,0,2)}>

Ker[T-213] = <{(1,1,2)}>

Y es imposible encontrar una base de R formada por
vectores propios de T.
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Otros criterios de diagonalizacion

Teorema: T diagonalizable siy solo si el
polinomio caracteristico de T tiene la forma

d d d
pA)=A-A) T(A-Ap) 2 - ..., (A=A )k
con d; =dim in y in espacio propio
de T asociado al valor propio Aj.

Por ejemplo, el polinomio caracteristico de la transformacion
lineal T(x,y,z)=(-9x—8y+4z, 8x+7y-4z, -8x—8y+3z) es
2
p(A)=(A-3)(A+1)

Y dim V, _3 =1, dim V,__; =2;|uego T diagonalizable.
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Teorema: T diagonalizable siy solo si
dim V =dim Vxl +dimV;L2 +...... + dimka
donde Aq,.....,A son los valores propios

de T vy Vki es el espacio propio de T

asociado al valor propio A;.

Por ejemplo, en el caso de la transformacion lineal
diagonalizable del ejemplo anterior

T(x,y,2) =(-9x—8y+4z, 8x+7y-4z, -8x—8y+37)
se tiene que dim V, _3 + dim V, __; =1+2 =dim R
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Ejercicio: Determine si la siguiente transformacion
lineal T es o no es diagonalizable.

TR - 9?3; T(x,y,z)=(3x-y+z, 7Xx—5y+2z, -6x+6y-27)

~- El hecho que T sea diagonalizable significa
) 5 que la matriz [T] asociada a T, es “similar’ a la
matriz diagonal [T]g en el sentido siguiente:

Existe P matriz invertible tal que [T]g :P_l[T]P

Ejercicio: Demuestre que los valores propios de
una matriz triangular A=(3;;) son los elementos 2;
de la diagonal.
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