Clase 4

Ecuaciones lineales y cuadraticas

Instituto de Ciencias Béasicas
Facultad de Ingenieria
Universidad Diego Portales

Marzo de 2013

Ecuaciones lineales y cuadraticas



Introduccion

Muchos de los errores que los estudiantes cometen en Matematica riieseatie
tema que se esta desarrollando, sino a carencias de conocimientos grevse
trasladan a los nuevos contenidos abordados.
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Introduccion

En el caso especifico de las ecuaciones, son generadores ds etmaesconocer
propiedades de:

@ Las potencias: operaciones con potencias de igual base o de iguakexp,
potencias con un signo menos antepuesto, potencias con exponetieoneg
fraccion.

@ Las raices: sumas, productos y cuocientes de raices, raices derimice
radicando negativo, extraccion de factores de una expresion imedcio

@ Los logaritmos: el concepto mismo, existencia de logaritmos, valorepupde
alcanzar la base de un logaritmo, propiedades relativas a sumasciooy
cuocientes.
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Introduccion

A lo anterior, hay que agregar la aplicacién de procedimientos impesfgdérnicas
o rutinas sin fundamento tedrico, para resolver algunas situaciormesjeRplo, la
falta de analisis al aplicar las propiedades de la igualdad (“Regla dél pasa
multiplicando, pasa diviendo), multiplicar ambos miembros de una equpoiduna
expresion que involucra la variable, elevar ambos miembros de laiéowaan
mismo exponente, son practicas conducentes a error.
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 1: Resuelva la ecuacion
4

3
F+8) = J(2+12)
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 1: Resuelva la ecuacion
4 3
5(x+ 8) = 21(2xjL 12)

Solucién:
16(x + 8) = 9(2x + 12)
16x + 128= 18x+ 108
—-2x=-20
x=10
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

5 Notamos que:
2 |
3 |
2 |
1 y=3-3
—'3 —'2 —'_11 ] 1 '2 3 4 5’
2 |
_3 |
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

Notamos que:

¢ Ellado izquierdo de la ecuacion
3 representa la recta= 3x — 3
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

Notamos que:

¢ Ellado izquierdo de la ecuacion
representa la recta= 3x — 3

@ Ellado derecho de la ecuaciéon
representa la recta= x + 1
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

Notamos que:

¢ Ellado izquierdo de la ecuacion
representa la recta= 3x — 3

@ Ellado derecho de la ecuaciéon
representa la recta= x + 1

o Resolviendo algebraicamente la
ecuacion, obtenemos la solucién
X=2.
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

Notamos que:

¢ Ellado izquierdo de la ecuacion
representa la recta= 3x — 3

@ Ellado derecho de la ecuaciéon
representa la recta= x + 1

o Resolviendo algebraicamente la
ecuacion, obtenemos la solucién
X=2.

La solucion corresponde a la primera coordenada del punto de ct&Ensentre
ambas rectas.
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Interpretacion geométrica

¢ Qué representa, geométricamente, la solucion de la ecuaciér 3- x + 1?.

Notamos que:

¢ Ellado izquierdo de la ecuacion
representa la recta= 3x — 3

@ Ellado derecho de la ecuaciéon
representa la recta= x + 1

o Resolviendo algebraicamente la
ecuacion, obtenemos la solucién
X=2.

La solucion corresponde a la primera coordenada del punto de ct&Ensentre
ambas rectas.

Observacion
¢ Cudl es la solucion dex3- 3 < x+17?
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 2: Resuelva la ecuacién

o | oxg1) X8| X _ X3
21~ 25

2 3 12 X
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 2: Resuelva la ecuacién

X—3|  2x 5x73+3x
-3 12

2— {—2(x+1)—7 -

Solucién :
Xx—3 23 5x-—3
= + 3x

24+ 2x+1 _
2+ D)+ 3 12

24+ 24(x+ 1) + 6(x — 3) = 8x — (5x — 3) + 36x
-9 = -27

XxX=3
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 3: Resuelva en la ecuacion

3a—x) 2(b-x) 2b*>-—6a
(b)—(a): - a#0,b#0
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 3: Resuelva en la ecuacion

3a—x) 2(b-x) 2b*>-—6a
(b)—(a): - a#0,b#0

Solucién :
3a(a— x) — 2b(b — x) = 2b* — 6a°
3a”® — 3ax — 2b° 4 2bx = 2b° — 6a°
—(3a— 2b)x = 4b® — 9a°

(2b — 3a)(2b + 3a)
3a—2b

x = 3a+ 2b, siempre quex # %b.
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Ejemplos de ecuaciones lineales

Problema 3: Resuelva en la ecuacion

3a—x) 2(b-x) 2b*>-—6a
(b)—(a): - a#0,b#0

Solucién :
3a(a— x) — 2b(b — x) = 2b* — 6a°
3a” — 3ax — 2b° 4 2bx = 2b” — 6a°
—(3a— 2b)x = 4b* — 9a

(2b — 3a)(2b + 3a)
3a—2b

x = 3a+ 2b, siempre quex # %b‘

Observacion

¢Cual es el reciproco de la afirmacion

a#0Ab#£0= ab#0?
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Ejemplos de ecuaciones lineales

n

Problema 4:SiP =
1—r

, entonces calcula.
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Ejemplos de ecuaciones lineales

n

Problema 4:SiP =
1—r

, entonces calcula.

Solucion:

_ n

p— Al Arr o P(L-1)= Al
P(1-r)

A=

, siempre que # 1

Ecuaciones lineales y cuadraticas



Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
@ Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es iecesar
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
@ Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es iecesar

@ Represente una de las cantidades desconocidas con una variablby lasc
otras cantidades conocidas en términos de la variable escogida.
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
@ Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es iecesar

@ Represente una de las cantidades desconocidas con una variablby lasc
otras cantidades conocidas en términos de la variable escogida.

@ Haga un resumen de la informacién dada.
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
@ Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es iecesar

@ Represente una de las cantidades desconocidas con una variablby lasc
otras cantidades conocidas en términos de la variable escogida.

@ Haga un resumen de la informacién dada.
@ Escriba ecuaciones que relacionen las cantidades conocidas corostas.
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:
@ Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es iecesar

@ Represente una de las cantidades desconocidas con una variablby lasc
otras cantidades conocidas en términos de la variable escogida.

@ Haga un resumen de la informacién dada.
@ Escriba ecuaciones que relacionen las cantidades conocidas corostas.
@ Resuelva la ecuacion.
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Resolucion de problemas

Para la resolucion de problemas, considere los siguientes pasos:

o

¢ ¢ ¢ ¢

Lea cuidadosamente el problema, en reiteradas veces si es mecesar

Represente una de las cantidades desconocidas con una variablby lasc
otras cantidades conocidas en términos de la variable escogida.

Haga un resumen de la informacién dada.
Escriba ecuaciones que relacionen las cantidades conocidas corostas.
Resuelva la ecuacion.

Responda todas las preguntas planteadas en el problema y verifique las
soluciones.
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Ejemplo de planteamiento

Ejemplo : En una reunién hay doble nimero de mujeres que de hombres, y triple
ndmero de nifios que de hombres y mujeres juntos. Si en la reuniorélpmr®nas,
¢, Cuantos hombres, mujeres y nifios hay?.

Ecuaciones lineales y cuadraticas



Ejemplo de planteamiento

Ejemplo : En una reunién hay doble nimero de mujeres que de hombres, y triple
ndmero de nifios que de hombres y mujeres juntos. Si en la reuniorélpmr®nas,

¢, Cuantos hombres, mujeres y nifios hay?.

Solucion:

Seax el nimero de hombres en la reunion, entonces

X+ 2X+ 3(X + 2x) = 96,

de dondex = 8y por lo tanto en la reunién hay 8 hombres, 16 mujeres y 72 nifios.

Ecuaciones lineales y cuadraticas



Problemas propuestos

Problema 1: Resuelva parg, las siguientes ecuaciones:
x+1 2x-—3 x 1 3
° 6(7‘?) *3<Z‘z> — g2
Q@ (x—3)?=(x+3)(x—23)

Q 2(2x—1)> - (3x+4)?2=1—(x—5)?

o 1 1 _ 1
X—3 Mx+4 1x-12
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Problemas propuestos

Xx+1 x-1 1

e R e I
5 7
° x+3  2x+3
2X 2x—5
Q v il
2 3

® i
HES RHER
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Ejercicios propuestos

Problema 2: Despeje
a) Ren la ecuacioir = mé.

b) men la ecuaciom = 2k %1

c) tenlaecuacio® = c(t — s).

Problema 3: ¢ Para qué valores delas siguientes ecuaciones no tienen solucion?.
a) 5mx+ 2 = 3m+ X
mx—2) 2(mx—1)
b) 7 3 =m-—1.
c) 3(x—m) —4(mx—1) =12

Problema 4:Se han consumidé de un bidén de aceite. Reponiendo 38 litros, el

bidén queda lleno hasta sgspartes, ¢ Cudl es la capacidad del bidén?.
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Funcién cuadrética

Definicion

Una relacion de la formi(x) = ax* + bx + ¢, dondea # 0 y b, ¢ € R, se llama
funcién cuadrética.

Grafica de la funcién cuadratica

La grafica de esta funcién corresponde a una curva llapaola.

Ejemplos
f(x) =x°+4x+4 g(x) = —x% — 3x

A A

3>
>
1

-5 —4 -3 -2 -1
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Concavidad y convexidad

Segln sea el signo del coeficiente que acompafigagrafica de la funcién
cuadraticd (x) = ax’ + bx + ¢, puede ser:

@ Concava:la parabola “abre hacia abajo”.
@ Convexa:la parabola “abre hacia arriba”.

Coéncava g < 0) Convexad > 0)

\

\]

/ \ —
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Ceros de la funcién cuadratica

Ceros de una funcion

Se llamarcerosde una funciorf (x) a aquellos valores € R para los cuales
f(x) = 0, es decir corresponden a la primera coordenada de los puntos &n qu
grafica de la funcion corta al e}e

En el caso de la funcién cuadratica, exiséeld mas dosceros, o puntos de
interseccion de la grafica con el &fe

Ecuacion cuadratica

Para encontrar los ceros de la funcion cuadratica debemos resabegralcion
f(x) = 0, es decir
aé+bx+c=0

Ecuaciones lineales y cuadraticas



Soluciones de la ecuacion cuadrética

Resolveremos de modo general la ecuaeién+ bx + ¢ = 0, dondea # 0.
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Soluciones de la ecuacion cuadrética

Resolveremos de modo general la ecuaeién+ bx + ¢ = 0, dondea # 0.
Notamos que:

ax2+bx+c=a<x2+9x+9>

a’ ' a
b ¢ b\?2 b\?
—a(X2+2~2aX+a+(2a) _<2a))

=a x+£ 2+cfb—2
- 2a 4a’
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Soluciones de la ecuacion cuadrética

Resolveremos de modo general la ecuaeién+ bx + ¢ = 0, dondea # 0.
Notamos que:

ax2+bx+c:a<x2+9x+9>
a ' a
2 2

_a(x2+2-221x+2+(;a) —(;))

b\? b?

=a(x+£) e 2o

b

2
de modo quex® 4 bx + ¢ = 0 si y solo sia (x+ 27:1) + ———=0,
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Soluciones de la ecuacion cuadrética

Resolveremos de modo general la ecuaeién+ bx + ¢ = 0, dondea # 0.
Notamos que:

ax2+bx+c=a<x2+9x+9>

a’ ' a
b ¢ b\?2 b\?
_a<x2+2~2ax+a+(2a) _<2a))

=a x+B 2+cfb—2
- 2a 4a’

2
de modo quex® 4 bx + ¢ = 0 si y solo sia (x+ 2%) + ———=0,

despejanda en esta Ultima ecuacion, obtnemos:

< b)2 b? — 4ac
X4+ — | = ——=

2a 422
P O Y L
2al 432
—4
@X:_Eiu

2a 2a
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Soluciones de la ecuacion cuadrética

Hemos visto que las raices de la ecuaeih+ bx + ¢ = 0, cona # 0, estan dadas
por la expresion

. —b+ vb? — 4ac

% @

Discriminante

Se define el discriminante de la funcidfx) = ax* 4 bx 4 ¢ como la expresion
A =b? — dac

Dependiendo del signo del discrimiante se tiene que:

@ SiA > 0, las dos raices son reales y distintas, esto es; la pardbola cortxal eje
en dos puntos.

@ SiA =0, las dos raices son reales e iguales, es decir la parabola cortXal eje
en un Unico punto.

@ SiA < 0, las dos raices son complejas conjugadas y en tal caso no existe
interseccion entre la pardbola y el ¥e
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Funciéon cuadratica coA > 0

La funci6n cuadréticaf (x) = —x* + 2x 4 3, corta al ejex en dos puntos, pues
A=4-4.(-1)-3=16> 0.

A y=-—xX+2x+3

\]
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Funciéon cuadratica coA > 0

La funci6n cuadréticaf (x) = —x* + 2x 4 3, corta al ejex en dos puntos, pues
A=4-4.(-1)-3=16> 0.

A y=-—xX+2x+3

Observamos que los puntos de interseccion de la gréafica y ¥lsgia(—1,0) y
(3,0), cuyas primeras coordenadas son las soluciones de la ecuacién
24+ 2x+3=0
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Funciéon cuadratica coA =0

La funcién cuadraticaf (x) = x> 4+ 2x + 1, corta al ejex en un Gnico punto, pues
A=4-4.1-1=0.

y=x+2
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Funciéon cuadratica coA =0

La funcién cuadraticaf (x) = x> 4+ 2x + 1, corta al ejex en un Gnico punto, pues

A=4-4.1.1=0.

y=x+2

El Gnico punto de interseccion entre la graficd geel ejeX se encuentra en el
vértice de la pardbola y corresponde al puntd, 0), cuya primera coordenada se

obtiene resolviendo la ecuacigh+ 2x + 1 =

0, o bien(x + 1) = 0.
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Funciéon cuadratica cof < 0

La funcién cuadraticaf (x) = X2 + 2x + 2 no corta al eje, pues
A=4-4.1.2=-4<0,

\
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Funciéon cuadratica cof < 0

La funcién cuadraticaf (x) = X2 + 2x + 2 no corta al eje, pues
A=4-4.1.2=-4<0,

\

Observamos que la gréafica se encuentra siempre por sobrexeloejrie indica que
la ecuacioné + 2x + 2 = 0, no tiene raices reales.
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Ejemplos de ecuaciones cuadraticas

Observacion

Para resolver una ecuacion cuadratica, no es necesario recuridraniaa (1)
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Ejemplos de ecuaciones cuadraticas

Observacion

Para resolver una ecuacion cuadratica, no es necesario recuridraniaa (1)

Problema 1: Resuelva la ecuacién4= x2.
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Ejemplos de ecuaciones cuadraticas

Observacion
Para resolver una ecuacion cuadratica, no es necesario recuridraniaa (1)

Problema 1: Resuelva la ecuacién4= x2.

Solucién:
X=4C = —4x=0

S X(x—4)=0
Sx=0Vvx=4
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Ejemplos de ecuaciones cuadraticas

Observacion

Para resolver una ecuacion cuadratica, no es necesario recuridraniaa (1)

Problema 1: Resuelva la ecuacién4= x2.

Solucién:
X=4C = —4x=0

S X(x—4)=0
Sx=0Vvx=4

Observacion

Un error frecuente es dividir pog perdiendo asi la solucién= 0.
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Ejemplos de ecuaciones cuadraticas

El siguiente desarrollo conlleva un grave error,
¥ 4+3x—10=0= % +3x=10
< X(x+3) =10
=x=0VvVx+3=10
=>x=0VvXx=7

Observacion

Para resolver esta ecuacion basta notanque3x — 10= (x — 2)(x+5) = 0,
obteniendo ast = 2 ox = —b5.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

La ecuacionx + 1) — x = x* + x — 4 no tiene solucién, pues

Rt2X+1-—X=X+x—4
1=-4

Observacion

Lo mismo ocurre conXXx + 5) = 5(4x — 5), ¢ por qué?.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Para la ecuaciofx — 4)? = 36, tenemos:

(x—4)?=36=x—-4=6Vx—4=—6
= Xx=10V x= -2

Observacion

Desarrollando el cuadrado de binomio y utilizando la formula (1), obteseel
mismo resultado.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 2: Resuelva la ecuacién
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 2: Resuelva la ecuacién
3 8x

x—1 -1

Solucion: Suponiendo que # 1y x # % la ecuacion equivale a
3(2x—1) =8x(x—1)
8 — 14x+3=0
Por la férmula (1), tenemos:

_ 14+ V19696 _ 1410
- 16 T

obteniendx = - ox = %
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 3: Demuestre que para to@og € R, la ecuacion
x* +2(p+ g)x+ 2pg =0,

tiene raices reales.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 3: Demuestre que para to@og € R, la ecuacion
X+ 2(p+ a)x + 2pg = O,
tiene raices reales.
Solucién : Basta estudiar el discriminante de la ecuacién cuadratica,
A= (2(p+9))* — 4(2p)

= 4(p” + 2pq + o) — 8pg

_ 4p2 + 4q2

=4p°+f) >0, Vp,qeR,

luego, las raices de la ecuacién son reales.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 4: Estudie la ecuacién
p¢— (P +1)x+p=0
parap € R.
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Ejercicios de ecuaciones cuadraticas

Problema 4: Estudie la ecuacién

p¢ = (P’ + D)x+p=0
parap € R.
Solucién:

@ Sip =0, la ecuacion se reduce-a = 0, en dondex = 0.
Q Sip # 0, la ecuacion es de segundo grado y sus soluciones estan dadas por:

PP+ -4 PP+ D) /(P12
B 2p B 2p
PP+1£(p°-1)
2p

obteniendx = pox = %
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Ejercicios propuestos

Problema 1: Resuelva paralas siguientes ecuaciones:

a)x—k}*%3
x 5

b) (2x)2 + (2x+ 1)® + (2x + 3)% = 390.

c) 4x(x+ 1) = 5.
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e 2¢+3¢+2=0.

Xx—2 x+1_ 5

Xx+1 x+2 14
g) abx® + (a® — 2b%)x = 2ab.

mf§+

N

a

NI X

)X —7x+6=0
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Ejercicios propuestos

Problema 2: Encuentre todos los valores K& R de modo que una solucion de la
ecuacion

(K+2)X —Tx—2k=1
seax = —+
= -3

Problema 3: Para cerrar un terreno rectangular de #B&e usaron 11 de cerca.
Calcule las dimensiones del terreno.
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