CLASE 1: ECUACIONES LINEALES, CUADRATICAS, RACIONALES Y CON RAIZ

= Resolver ecuaciones lineales y cuadraticas.

= Resolver ecuaciones racionales y con raiz transformando la ecuacién en una lineal o cuadratica.

1. Ecuaciones

Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones que contienen una o més

variables o incognitas.

Ejemplo.
Ecuacién Expresiones Variables
Tr+2=3 Tr+2,3 x
S5 —1=3x+2 5r — 1, 3x + 2 T
22422 -3=0 22 +22x-3,0 T
322 +1=5+x—a° 322 + 1,5+ — a? T
r+1 z+1
:1 — X
r—1 z—1
2 +3 9 20 +3
:cz—lzx +zx+1 :cz—l’x +x4+1 T
2r4+y=x—y 2r+y, x—y T,y
2 +y? =4 z2+ 92 4 T,y
r+y+=z r+y+=z
7:x+y - :an72
T -y r—=y
ver+2=zx vr+2, x T

O

Al ser una ecuacién la igualdad entre dos expresiones, esta igualdad puede o no ser cierta dependiendo de los valores numéricos
que tomen las variables o incégnitas. Por ejemplo, la ecuacién

3r+2=5

para x = 1 se tiene 3-142 = 5, que es una igualdad cierta, mientras que si x = 2 se tiene 3-2+2 = 5, que es una igualdad falsa.

Los ntimeros reales que hacen cierta una ecuacion se llaman raices de la ecuacién o soluciones de la ecuacion. El
conjunto de todas las raices de la ecuacién se denomina conjunto solucion.



Ejemplo.

1. La ecuacion
r+3=1

tiene por conjunto solucién S = {—2}.

2. La ecuacién

tiene por conjunto solucién S = {—1,1}.

3. La ecuacién

voz+1=-1

tiene por conjunto solucién S = @), conjunto vacio. Este es un caso de ecuacién que no admite raices reales.

O
Diremos que dos ecuaciones son equivalentes si poseen el mismo conjunto solucién.
Ejemplo.
1. Las ecuaciones
20 +3=1 vy rz+1=0
son equivalentes ya que ambas tienen conjunto solucién S = {—1}.
2. Las ecuaciones
2 —4=0 vy 2 =4
son equivalentes ya que ambas tienen conjunto solucién S = {—2,2}.
3. Las ecuaciones
-z 1 1+
= —xr = €T
1+ Y
son equivalentes ya que ambas tienen conjunto solucién S = {0}.
O

Para resolver una ecuacién, tratamos de hallar una ecuacién equivalente mas sencilla. Las siguientes propiedades para el signo
“igualdad” nos ayudaran a determinar estas ecuaciones equivalentes.

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD

1. A=B = A+C=B+C (Propiedad Aditiva)
2. A=B = A-C=B-C,C#0 (Propiedad Multiplicativa)

En las siguientes secciones veremos como las propiedades de la igualdad nos permiten determinar el conjunto solucién de una
ecuacion.



1.1. Ecuaciones de Primer Grado

Una ecuacidén lineal de una variable es una ecuacion que sélo involucra sumas y ponderados de una variable a la primera
potencia. Este tipo de ecuacién es equivalente a una de la forma

ar+b=0

donde a y b son nimeros reales y x es la variable.

Ejemplo. Resolver la ecuacién 7z — 4 = 3x + 8.

Solucidén. Para resolver este tipo de ecuaciones debemos despejar la incégnita x, usando las propiedades de la igualdad.

Tr—4=3x+8 Sumar 4
(Tx —4)+|4|= Bz +8) + Simplificar
Tx =3x+ 12 Sumar —3z
Tr + =3z +12) + Simplificar
4dr =12 Multiplicar por i
1 1
“dx = -12 Simplificar
r=3 Simplificar

La tdltima ecuacion nos dice que x es igual a 3. Si ahora verificamos este resultado en la ecuacién original tendremos

7-(3)—4=17 y 3-(3)+8=17

Ejercicio (alumno). Resuelva la ecuacién

z—3| 2z 5x—3

2 3 o T3

2—|—2x+1) -

1.2. Ecuaciones de Segundo Grado

Una ecuacién cuadratica es una ecuacién de la forma
2 _
ar®+br+c=0

donde a, b y ¢ son nimeros reales con a # 0.

En esta seccion presentaremos tres métodos que nos permitirdn determinar las raices de una ecuacién cuadratica: factorizacion,
raiz cuadrada y completacion de cuadrados.

Para el primer método debemos tener presente la siguiente propiedad de los ntimeros reales:



PROPIEDAD DEL PrRODUCTO CERO

AB =0 siy sélo si A=0 o B=0

Ejemplo.[Factorizacién]

Resolver la ecuacién z2 + bz — 24 = 0.

Solucion.
22+ 55 —-24=0 Factorizar
(x=3)(z+8)=0 Propiedad del Producto Cero
r—3=0 o z+8=0 Resolver
r=3 o x=-8
Por lo tanto la ecuacion tiene por soluciones x =3 y x = —8. g

Ejercicio (alumno). Resolver, mediante factorizacion, las siguientes ecuaciones
1. 42 + 202 +24 =0
2. 42 + 82 +3=0

Sugerencia. Multiplique ambos lados de la igualdad por a = 4, luego hacer el cambio de variable u = 4x y resolver la ecuacién
resultante en la variable .

Para el segundo método debemos tener presente el siguiente resultado:

RA{Z CUADRADA

La ecuacion

tiene por solucién x = v/c 'y = —+/c.

Ejemplo.[Raiz Cuadrada]
1. La ecuacién 22 = 3 tiene por solucién = = V3 y 2= —V/3.
2. Para resolver la ecuacién (z — 1)* = 3 se considera como incégnita = — 1, vale decir
(x—1)2=3 Teorema

x—lz\/§ o) £C—1=—\/§ Sumar 1
r=1+vV3 o z=1-+3

Luego, las soluciones a la ecuaciéon son z =1 + V3 y x=1-+3.

Este ejemplo se puede también resolver de la siguiente manera:

(x—1)2=3 Tomar raiz cuadrada
r—1==+V3 Sumar 1
r=1+V3



Finalmente, el tercer método se basa en la siguiente identidad:

COMPLETAR CUADRADO

Ejemplo.[Completar Cuadrado]

Resolvamos la ecuacién 22 — 6z 4+ 5 = 0. En este caso b = —6 luego
2
22 —6x+5=0 Sumar 4 para completar cuadrado (%6> =9
22 —6r+9=4 Factorizar el binomio
(x — 3)2 =4 Tomar raiz cuadrada
r—3=42 Sumar 3
r=3+2

Luego las soluciones a la ecuacion sonz =1 y =z =5.

Ejercicio (alumno). Resolver, mediante completacién de cuadrado, la siguiente ecuacién de segundo grado

22 —6x+1=0

Recordemos que una ecuacién de segundo grado es de la forma

az® +bx+c=0, a

Para resolver esta ecuacion es necesario convertirla en una ecuacion equivalente, en la cual se pueda completar cuadrado. Dado

que a # 0 podemos multiplicar por su inverso multiplicativo, vale decir

ar? +br+c=0

b
22+ 2z+5=0
a a
b
x2+—x:—E
a a

2 2a
_ —bxVb? —4dac
o 2a

TEOREMA

La ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ =0, con a # 0, tiene soluciones

—b+ Vb2 — 4ac
r=——
2a

£0

1
Multiplicar por —
a
Sumar —<
a

b\ 2
Completar cuadrado sumando <2—)

a
Factorizar el cuadrado perfecto
Tomar raiz cuadrada

b
S _2
umar %



Ejemplo.
1. En la ecuacién 5z? —3z —1 =0 los coeficientes son a, b y ¢ son

a=5 b=-3 y c=-1,

luego las soluciones estan dadas por

() EV(3)P -4 () (1) 3£v29
o 2-(5) =1

3-V29 3429
0 Yt T

Por lo tanto, esta ecuacion tiene dos soluciones x =
2. En la ecuacién 4z® 4+ 12z +9 =0 los coeficientes son a, b y ¢ son

a=4, b=12 y c¢=09,

luego las soluciones estan dadas por

o —(12) £/(12)2 =4 - (4) - (9) _-1240 -3

2. (4) 8 2

. . . . 3
Por lo tanto, esta ecuacién tiene por tnica solucién z = —5

3. En la ecuacién 2?4+ 2z +2 =0 los coeficientes son a, by ¢ son

luego las soluciones estn dadas por

Lo —@EVOT A @) _ 2V 22T,

2. (1) 2 2

Pero v/—1 no es un nimero real, por lo tanto la ecuacién no tiene solucién real.

Dada la ecuacién de segundo grado
ar’ +br+c=0, a#0

se define su discriminante por
A =b% — dac

TEOREMA

Sea az? 4+ bz 4+ ¢ =0, a # 0, ecuacién de segundo grado.
1. Si A > 0 entonces la ecuacién tiene dos soluciones reales distintas.
2. Si A = 0 entonces la ecuacion tiene exactamente una solucién real.

3. Si A < 0 entonces la ecuacién no tiene solucién real.



Ejemplo. Decida, a partir del discriminante, si las siguientes ecuaciones tienen soluciones reales. En caso de tenerlas, determine-
las.

1.2 +42—1=0 2. 42> —122+9=0 3 %x2_2x+4:0

Solucién. Calculamos el discriminante para cada ecuacidn,
L2 +42—-1=0

A=(4)?-4-1-(-1)=20>0 = 2 soluciones reales diferentes.

2. 42% —122+9=0
A=(-12)>-4-4.9=0 = 1 solucién real.

1
3. §x2—2x—|—4:0

4
-(4) = —3 < 0 == no tiene raices.

Ejercicio (alumno). Use el discriminante para determinar los valores de a para que la ecuacién
42 +2ax +1=0

tenga una solucién real, dos soluciones reales, no tenga solucién real.

1.3. Ecuaciones con expresiones racionales

2
1. Resolver 1 i6 - =1
esolver la ecuacion 57— 1 + -
5 2
y— + - = 1 m.cm. 7(2x — 1)
> + 2 _ 1 Multipli 7(2 1
w1 t7= ultiplicar 7(2z — 1)
354+22x—-1)=712z-1) Desarrollar paréntesis y simplificar
dr+33 =14z -7 Sumar 7
4z + 40 = 14z Sumar —4x
40 = 10z Multiplicar por %
4=z

La ultima ecuacion nos dice que x es igual a 4. Si ahora verificamos este resultado en la ecuacién original tendremos

5 2,
2-(4)—-1 7

Nota: En los siguientes ejercicios no verificaremos los resultados, ya que sabemos que las propiedades de la igualdad
generan ecuaciones equivalentes.

8
2. Resuelver la ecuacion =
rz—1 2z-1
3 8z -
= Multiplicar por m.c.m. (z — 1)(2z — 1)
r—1 2z-1
32z — 1) =8x(x — 1) Agrupar a un mismo lado de la igualdad
822 — 142 +3 =0 Resolver la cuadratica

31
T=_, -
27 4

Por lo tanto, la ecuacién racional tiene por soluciones x =

RNy
<

S

Il
ol e



Ejercicio (estudiante). Resolver las siguientes ecuaciones,

3z 6 Tx
1. =10—- ——
x—1+x2—|—2x—3 z+3

5 ar —b ax+b_a3+2ab

5 5> siendo a y b constantes.
T+ a r—a T4 —a

1.4. Ecuaciones con exponente racional

Ejemplo.[Despejando] Resolver la ecuacién

5v2 + 2v/37 = 2v/3 + 5v2z

Solucidn. La incégnita = estd a la potencia 1/2; luego la ecuacién es vélida para « > 0. Ocupando las leyes de los exponentes
tendremos

5vV2 + 2v3z = 2V3 + 5v2z Ley 1 de los exponentes
5V2 + 2\/3\/5 =2V3+ 5\/5\/5 Despejar vz
(2\/§ — 5\/5)\/5 = (2\/§ — 5\/5) Simplificar
V=1

Puesto que = > 0, la ecuacién /= = 1 tiene por tnica solucién = = 1. O

Ejemplo.[Elevando al cuadrado] Resolver la ecuacién

T

vr+1

=vr+2

Solucidén. Esta ecuacion tiene las siguientes restricciones para z,
z+1>0 vy z4+22>0 <= x> —1

Bajo la restriccién x > —1 las raices en la ecuacién estan bien definidas y podremos multiplicar por vz + 1

x
vr+1
r=+Vr+2ver+1 Ley 1 de los exponentes

=+Vxr+2 Multiplicar por m.c.m vz + 1

x=+(r+2)(z+1) Elevar al cuadrado
2 =(x+2)(z+1) Expander
z? =2% + 342 Resuelver
2
r=-3
Puesto que z = —g no satisface la condicién x > —1, entonces la ecuacién no tiene solucién. g

Ejercicio (Desafio para el estudiante). Resolver la ecuacién

Importante. Verifique que las raices encontradas satisfacen la ecuacién. Si alguna de ellas no la satisface, justifique por qué a
partir del desarrollo que lo llevé a esa solucién.



Nota. Para elevar al cuadrado una ecuacién es necesario que ambos lados de la igualdad sean positivos. Por ejemplo, la ecuacién

iZ?2

VI =—x no es equivalente a x

La primera ecuacién tiene solucién z = 0 mientras que la segunda tiene solucién = 0, 1. Esto se debe a que la ecuacién vz = —x
es vélida para z > 0, pero no existe ningtin nimero real positivo que tenga por raiz un nimero negativo. Con este ultimo analisis
es suficiente para concluir que la ecuacién /= = —z no tiene solucién en los reales, sin necesidad de “resolverla” y comprobar si
las soluciones obtenidas son o no vélidas.

Ejemplo. Sea a un nimero real fijo. Resolver la ecuacién

\/a—i—:v—i—\/a—x:\/%

Solucién. La ecuacion esta bien definida bajo las siguientes restricciones de la variable z,
at+z>0 y a—z>0 y x>0 <— 0<z<a
De este modo, la ecuacién podria tener solucién en los reales tinicamente si a > 0. Resolvamos ahora la ecuacion,

va+zr++vVa—xr=V2 Elevar al cuadrado

(a+x)+2vVa?—22+ (a—2x) =2z

Val—z2=x—a Elevar al cuadrado: x —a > 0
a? — 2% = 2% — 2ax + a® Resolver
z(r—a)=0

Esta dltima ecuacién tiene por solucién & =0 y = a. Pero 2 = 0 no satisface las condiciones 0 < 2z < ay x —a > 0 (por tanto
tampoco satisface la ecuacién original). La tnica solucién a la ecuacién es = a (la inica que satisface todas las condiciones). O

Ejercicio (alumno). Resolver la ecuacién Vo +1=+va — 3 — v 2uz.

Ejemplo. Resolver la ecuacién

Vi =al

Solucién. ALTERNATIVA 1. La ecuacién estd bien definida para x > 0, luego || = = y la ecuacién original es equivalente a:

Vr=x Elevar al cuadrado
r = a2 Resolver
(x—1xz=0

Esta ultima ecuacién tiene por solucion x =0y x = 1.

ALTERNATIVA 2. La ecuacién estd bien definida para x > 0, luego |z| = z y la ecuacién original es equivalente a:

Vr=z Cambio de variable: v = /z
u = u? Resolver
(u—1u=0

Esta tltima ecuacién tiene por soluciéon v = 0 y u = 1, de donde se desprende que

V=0 y V=1 = r=0y xz=1



10.

11.

EJERCICIOS

. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando las propiedades de la igualdad

a) 5z +1—[1+2(z—1)]=3[1- (22— 3)] ¢) (x+3)?2—(z—1)>2 =Tz
b) 52(8 —x) — 3x(5 — 3z) = —26 — 2z(7 — 2x) d) (x+2)2z+1)=(z+6)(2x + 3)

. Resuelva las siguientes ecuaciones

2 L 4 4 0 T R 2
(x—1)2 20+2 2z-2 2 —6xr+9 x+1 22213
1 1 2

b —_ =
)x+3+x r+1

. Determine todos los valores de k en los reales de modo que la ecuacion

(K> +2)2® —Tr -2k =1

1 .
tenga a x = 3 entre sus soluciones.

Resuelva las siguientes ecuaciones, sabiendo que z es la incégnita

) x 1—=z 1 b)a 1 +2a—3 )x—a T+b
a _ = — —_ = =
2a a? 2a x x—a 22—ax “ T¥b zta
. Resuelva las siguientes ecuaciones usando el método de completacion de cuadrado.
a) 22 +22-5=0 b) x* — 132> +40=0 ¢) 32> +Tx+4=0

. Determine las soluciones reales de las siguientes ecuaciones

a) V2r+1+1=uz b) £ —5/T+6=0 0 -1 _ VTl
Vr—1 2

. Determine los valores de = que satisfacen la ecuacion

3la—x) 2(b—z) 2b*—6a*
b a ab

a#0,b#0

. Demuestre que para todo p y g en los reales, la ecuacién

2?2 +2(p+q)r+2pg=0

tiene raices reales. Determine dichas raices.

. Sea p un ndmero real. Determine todos los nimeros reales que satisfacen la ecuacién

pr? — (p*+ 1z +p=0

Determine los valores de a para que la ecuacién
2% +x+a=0

tenga una solucion real, dos soluciones reales, no tenga solucién real.
Determine los valores de a para que la ecuacién

ar® +2ax+4=0

tenga una solucién real, dos soluciones reales, no tenga solucién real.
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