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Polinomios

Definicion

Se llama polinomio en x a toda expresion de la forma
p(x) =ao+aix+ -+ a1 X" +anx", neNU{0}

donde a;,i = 0, . .., n son constantes llamados coeficientes del polinomio. Si a, # 0
y n # 0 se dice que el polinomio tiene grado 7.

Observacion

Notamos que el polinomio p asigna a cada x € R un tnico numero real p(x), de
modo que el polinomio

p(x) =ao+ax+ -+ a1 X" +ax"

es una funcion real que llameremos funcion polinomial.

Observe que:
@ Sin = 0, el polinomio p es p(x) = ao, es decir una funcidon constante.
@ Sin =1 el polinomio p es p(x) = ap + aix, es decir una funcion lineal.
@ Sin = 2, el polinomio p es p(x) = ao + aix + a»x*, es decir una funcion
cuadratica.
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Operaciones con polinomios

Proposicion

La suma, resta y producto de dos polinomios es un polinomio.

Ejemplo: Sean p(x) = —x* +x + 3y g(x) = x> 4+ 5. Calcule:
Q p(x) +4q(x)

Q p(x) —q(x)
Q p(x) - g(x)
Solucion:

p(x) +q(x) =x+ 8
p(x) —g(x) = —2x" +x -2
Qp( )-q(x) = —x* +3x° =222 +5x + 15

Observacion

Dado los polinomios p y g de grados n y m respectivamente, el grado del polinomio
p(x) + ¢g(x) es siempre menor o igual que max{m, n} y el grado del polinomio
p(x) - q(x) es m + n.
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Ceros de una funcion polinomial

Definicion

Sea p(x) un polinomio. Si & es un nimero tal que p(«) = 0, diremos que « es una
raiz del polinomio p.

Ejemplos

@ Muestre que —1 es una raiz del polinomio p(x) = —x* 4+ 3x° — 2x* + 5x + 11
Solucion:

p(=1) = —(=1)*" 4+3(=1) = 2(=1)* + 5(-1) + 11
— 1 —3-2-5+4+11
— _11+11=0.

Por lo tanto —1 es raiz de p.

Q (El polinomio p(x) = x? + 1, tiene raices reales?

Solucion: p no tiene raices reales, pues x> + 1 > 0 para todo x € R.

Observacion

Notamos que las raices de un polinomio p, corresponden a los ceros de p.
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Problemas resueltos

Problema 1: Encuentre los valores de a y b de modo que x = 1 y x = —1 sean raices
del polinomio
p(x) =3x —4xX" +ax+b

Solucion:
Si 1 es raiz de p, entonces p(1) =3 —4 +a+ b = 0, es decir

a+b=1
Por otra parte, si —1 es raiz de p entonces p(—1) = =3 —4 —a + b = 0, es decir
—a+b=71,
de modo que six = 1 yx = —1 son raices de p, los coeficientes a y b deben
satisfacer el sistema de ecuaciones
a+b=1
—a+b=71,
resolviendo, obtenemos a = —3 y b = 4.

Funciones polinomiales y racionales



Division de polinomios

Teorema

Dados dos polinomios p y s, donde s es distinto del polinomio nulo, existen dos
unicos polinomios g y r tales que

Q p(x) = s(x) - g(x) +r(x),

Q El grado de » es menor que el grado de s o bien 7 es el polinomio nulo.

El polinomio g corresponde al cuociente y » al resto de la division p(x) : s(x).

Para encontrar el cuociente y resto de la division entre dos polinomios, utilizamos el
algoritmo de la division, el cual es descrito en el siguiente ejemplo.
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Algoritmo de la division

Ejemplo: Encontrar el cuociente y el resto al dividir el polinomio
p(x) =2x +3x* —4dx+lens(x) =x" +x+1

Solucion:

@ Escribimos los polinomios p y s en orden decreciente de sus potencias.

2% +3x> —4x+1: x> +x+1

@ El término de mayor grado de p es 2x° y el de s es x*. Buscamos entonces el
factor que multiplicado por x* nos da 2x°, en este caso es 2x. Escribimos 2x en
el cuociente

2x3—|—3x2—4x—|—1 :x2+x+1:2x

@ Calculamos el polinomio p; (x) = 2x - s(x)

2x3—|—3x2—4x—|—1 :x2+x—|—1:2x
2x3+2x2—1—2x
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@ Calculamos la diferencia 7 (x) = p(x) — p1(x):

2x3+3x2—4x+1 :x2+x+1:2x
—(2x° + 2x% + 2x)

x2—6x—1—1

@ Sicl grado de r; es menor que el grado de s, el proceso termina y 7} es el resto,
de lo contrario repetimos el proceso ahora con el polinomio r;. En nuestro caso,
el grado de r; es dos y es 1gual al grado de s, luego debemos repetir el proceso:

26 43x° —4dx+1: % +x+1=2x4+1
—(2x° +2x" + 2x)

x> —6x + 1
—(x*4+x+1)
— Tx
Q El polinomio 7, (x) = —7x tiene grado menor que el grado de s y por lo tanto el
proceso ha finalizado y el resto es 72 (x) = —7x, mientras que el cuociente es

g(x) =2x+ 1.Porlotanto 2x” 4+ 3x* —4x + 1= (x* +x+ 1)(2x + 1) — 7x



Problemas resueltos

Problema 2: Considere los polinomios p(x) = 2x* —x° +3x +4ys(x) =x + 1.
Determine el resto y el cuociente que se obtiene al dividir p por s y responda:

p(x)

@ (El cuociente —— es un polinomio?

s(x)

Q (El cuociente de dos polinomios es siempre un polinomio?
Solucion:
' — X 4+ 3x+4:x+1 =2 —3x" +3x
—(2x" 4+ 2x°)
—3x" +3x+4
— (=3x" — 3x%)
3x" +3x+ 4
— (3x" + 3x)
4

Por lo tanto el resto de la division es el polinomio constante 7(x) = 4 y el cuociente
g(x) = 2x° — 3x* + 3x.
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@ Como p puede expresarse como p(x) = s(x)g(x) + r(x), en nuestro caso
2 — X +3x+4 = (x+1)(2x —3x" + 3x) + 4,
se tiene que

p(x) 2 =X +3x+4  (x+1)(2x —3x* + 3x) N 4

s(x) x4+ 1 x4+ 1 x4+ 1
=2x" —3x" +3
X X+ 3x + P
de donde concluimos que el cuociente @ no es un polinomio, pues es suma

s(x)

del polinomio ¢(x) = 2x° — 3x* + 3x y la funcién racional
_rx) 4
flx) = s(x)  x+1°
@ El ejemplo anterior, muestra que no siempre el cuociente de dos polinomios da
como resultado un polinomio, entonces cabe preguntarse:

. Bajo qué condiciones el cuociente ]ﬂ es un polinomio?

s(x)
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Definicion

Sean p y s polinomios tales que el grado de p es mayor o igual que el grado de s. Si1 el
resto de la division p : s es cero, diremos que el polinomio s divide a p.

Observacion

Consideremos los polinomios
p(x) =ao+aix+ - a1 X ax” y s(x) =bo+bix+--- b 1x" b, x"

y el cuociente
p(x) ao +aix + - -a,_ X"+ a,x"

s(x) by +bix+--by_xm + bx™

p(x)

@ Sin > my s divide a p entonces cuociente —— es un polinomio de grado

s(x)

n— m.
. . p(x) ., .
Q Sin < m entonces el cuociente —= es una funcion racional.

s(x)
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Problemas resueltos

Problema 3: Divida el polinomio p(x) = x° — 2x* — 25x + 50 por el polinomio
s(x) = x — 2 y utilice el resultado para factorizar el polinomio p y obtener sus raices.

Solucion
X —2x2—25x+50 X —2=x"—25
— (x> —2x%)
— 25x + 50

— (=25x + 50)
0

de modo que x — 2 divide a x’ — 2x* — 25x + 50 y por lo tanto
X —2x" —25x + 50 = (x — 2)(x” — 25),
factorizando una vez mas tenemos que
px) = (x=2)(x = 5)(x +5),

por lo tanto p(x) = 0 solosix = 2,x = 5 ox = —5, es decir las raices del polinomio
sonx; = —5,x=2yx3 =35
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Funcion racional

Definicion

Una funcidn real f se dice una funcion racional, si1 puede expresarse en la forma

donde p y g son polinomios en la variable x y ¢ no es el polinomio nulo.

El dominio de una funcion racional esta compuesto por todos los nimeros reales
excepto aquellos que son raices del polinomio del denominador.

X —1
x2 —1

Ejemplo: Determine el dominio de la funcion racional f(x) = y esboce su

grafico.
Solucién: Segiin la defincion, Domf = R — {x : xes raiz de p(x) = x* — 1}

Notamos que p(x) = 0siysolosix* — 1 =0, estoessi (x — 1)(x+ 1) =0, es
x=1yx=—1,luego
Domf =R — {—1,1}
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Para hacer el grafico de f notamos que para todox € R — {—1, 1}, se tiene que

X -1 P -DE+1)

2
— f— _ 1
() x2 —1 x2 —1 L

de modo que el grafico de f es 1gual al grafico de la funcion cuadratica
g(x) =x* + 1, excepto en x = —1 yx = 1 donde f no esta definida, es decir:
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Problemas resueltos

3x —11

Problema 4: Considere la funcion racional f(x) = 1
x —_

@ Determine el dominio de /'y su grafico.

Q Sin resolver, determine si la ecuacion f(x) = 3 tiene solucion. ;Cual es el
recorrido de f?

Solucion

@ El dominio de f es el conjunto Dom = R — {4}.

Ahora, utilizando el algoritmo de la division, obtenemos que
3x — 11 = 3(x — 4) + 1, de modo que

3x — 11 3(x — 4 1
ol 3k-9)

/) x—4 x—4 x—4
1
— 34
T
de modo que el grafico de f se obtiene trasladando el grafico de la funcion
g(x) = —, 3 unidades hacia arriba y 4 unidades a la derecha.
X
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Q A partir del grafico de f podemos concluir que la ecuacion f(x) = 3 no tiene
solucion, pues la recta y = 3 no corta al grafico de f en punto alguno.
También a partir del grafico podemos determinar que Recf = R — {3}

Funciones polinomiales y racionales



Problemas propuestos

Problema 1

El servicio de traumatologia de un hospital ha implamentado un nuevo sistema que
pretende reducir a corto plazo las listas de espera. Se estima que a partir de ahora la
siguiente funcion indicara el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin
necesidad de entrar en lista de espera, en el momento ¢ (en meses).

 —8t+50, si0<¢<10;
P(t) = ¢ 190t — 500
2t ’

sit > 10.

@ Determine el porcentaje de pacientes que actualmente puede ser operado sin
entrar en lista de espera.

Q Qué porcenteje de pacientes se encontrara en lista de espera luego de 10 meses
de ser implementado el nuevo sistema?

@ Después de cuantos meses de ser implementado el sistema, el porcentaje de
pacientes que pueden ser operados sin entrar en lista de espera sera de un 90 %?

@ (Puede el nuevo sistema eliminar la lista de espera?.
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